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は じめ に
Ca u chy-Schw a r zの 不 等式 の 両辺差 を評価す るもの と し て , 大 関 の 不等式[3]と呼 ば れ る もの が あ る｡
こ れ の 研 究 の 副産物 と し て , 次 の よ う な 問題 に出会 っ た ｡
問 題(
辛
) 次 の 条件
(1.i)
(1.2)
の 下 で , x, y ,z の 関数
(1.3)
の 最大値 (- 極大 値) を求 め よ｡
J: ≧0,u ≧o, ～
Jy ≧ 0
3: + y+ -, - k(k:> 0)
･
u ' - a ユ:y + by -7 + c ～
7 X (a > 0,b > 0,c > 0)
こ の 問題 は , (1.3) で a - b - c - 2 おく と, 直 方 体 で 3 辺 の 和 が
一 定 の と き , そ れ の 表面積 の 最大 と な
る も の を求 め る, と い う 微 積分学 の 本 に 書 い て あ る な じ み の も の と な る ｡ こ の 間題 の 通常 の 解法 は , 変
数 を 1 つ 減 ら し て 2 変数関数 の 極値問題 と し て 解 く こ と で あ ろ う ｡ 筆 者 は , 先 に 等 式条件 (1.2) を 勘案
し て , Lagr a nge の 乗数法 を 用 い る 解法を と っ た と こ ろ , Io w a大 学 の A. M .Fink 教 授 か ら , こ れ の 適 用
に 対 す る 注意 と と も に , (1.1) の よ う な 不等 式条件 を も つ 場 合 の Lagr a nge 乗 数 法 の 適用 に 関 す る
M cS ha n eの 定 理 [4]を教 え ら れ た ｡ ま た , こ の 間題 の 初等的 な解法 を , 大 阪 教育大学藤井淳 一 助教 授 か
ら 教 え て 頂 い た ｡ 両氏 に 対 し深 く 謝意 を表す る も の で あ る ｡
本 稿 で は , こ れ らの こ と の 報 告 と こ れ に 関連 し て 少 し く 考 え た こ と を記 し た い ｡
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2 極大値 (最大値) の 計算
本章で は, 先 の 問題(
*
)杏, 微 積分学 で お な じ み の 2 変数関数 の 極値問題 と し て 解 い て み る｡ (1.2) か ら,
z - k - I -y
で あ る か ら , こ れ を (1.3) に 代入 し て
(2.1) w(- I(37,y))- -C 3'2 +(a - b - c)ry-by
2
+ cL･ご + bky,
x ≧ 0,y≧ 0, I + y ≦ k
と な る｡ 便 宜上
△ - ((£,y);i: ≧0,y ≧0,a･ + y ≦k)
と お くo w の 極 値 を 求 め る た め , ま ず, w を x,y で 偏微分 し て , 連立 方程式
w
,I
- - 2c ユ: +(a -b - c)y+ ck - 0
w
y
- (a - b-c)El -2by+ bk- 0
I(- 1:.) - 旦無学k
y(- yo) - 竿 k
k-ごo-yo -
a(b+ c-a)
を 解く｡ こ の 解 と し て
を 得 る｡ ま た, こ の と き
で あ る｡ こ こ で
(2･3) d - 2ab+ 2bc + 2c a-d2 -t'2 - c
2 ≠o
で あ るo ま ず, (xo,yo)∈ △ の 条件 を 満 た す よ う に し な け れ ば な ら な い か ら
(2.3) a + b ≧ c,b+ c ≧ a, c+ a ≧t
を 仮 定 す る｡ 便 宜上 , 例 え ば , a - m a x(a,b,c)と す る｡ こ う す る と(2.3)は
(2.4) b+ c ≧ (I (- m a x(a,b, c))
で 十 分 で あ る ｡ い ま , v6 - s, v6- t, v6 - u と お い て , d を計 算す る と , (2,2)か ら
d = 2s
2
t
2
+ 2 t
2
u
2
+ 2u
2
s
2
- s
4 -t4 -u4
- (s + i +u)(s + i - u)(s-i+ ～)(-s + i+ u)
で あ る ｡ (2.4) の 仮定 が あ る と ,
s + i - u > Lb
･ -u - J盲 - vrc ≧o,
-s + i +u = -､応 + v7;+ Jさ> - ∨石 + ∨甘言て≧ o
な ど が 言 え て , d > 0 と わ か る｡ し た が っ て , (2.4)の 条件 の 下 で , (xo,yo)∈ △ ( 及び d > 0) が 保証 さ れ
る ｡ そ こ で 今度 は, (xo,yo) で の Luの 2 次偏微分係数を求 め て 極値性 を調 べ る と ,
wェ よ W yy
- (wxy)
2
- 4bc-(a - a - c)
2
- d > 0,
w
〇 3,
- - 2c < 0
と わ か る ｡ し た が っ て , 点 (xo,yo) で w は 極大値 - 最 大値 を と る. そ の 値 w m a又 は
w - a x - I(I., y｡) - 晋k
'
2
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と わ か る ｡
と こ ろ で , (2.4) を 否定 して , b+ c < a - m a x(a,b,c)の と き で あ る が , こ の 場 合 は , w を書 き 直 し て ,
w - (a - b - c)xy + by(k-y)+ c r(k - 3:) ((I ,y)∈ △)
と で き る か ら, 不 等 式 粥 ≦(守)
2
を用 い て ,
- α - c,(守)
2
+ b(午)
≦(a-b - ど)･筈+b･筈+ c -笠-芸k2
i
Ⅶ
t
一
■
旧
ハ
し+
つ
-
特 に , 等号 は, al - y - k/2,I - 0 の と き と わ か る o 以 上 ま と め る と ,
W
m a x
=
奪k2 (b+ c ≧ a - m ax(a,b, c) の と き)
箸k
2 (b+ t ≦ a - m a x(a,b, c) の と き)
と な る｡
3 Lagrange の 乗数法
先 の 極値問題(
*)は等式条件(1.2)が 付 い て お り , Lagr a nge の 乗 数法 が適用 で き る と し て , 筆者 は 前章
の よ う な解法 を や め て , 以下 に 述 べ る よ う な 方法 を採 っ た ｡ す な は ち ,
u - w -A(x + y+ I-h)
と お い て , u を x,y,z で 偏微 分 し て 得 た 連立方程式
I
:
I
;
- ay + c ～7 -,1 - 0
= a x+ bz - ,i - 0
- b
L
7J+ (
､
= - .＼ - 0
を 解 き･ ま ず , A - 賛 k 臥 さら に ､ LT - ･To(- 9iEi3i k), y - yo(- 虫害如),
ヱ - -7 o(- 旦精 出 k･)を 雛 ｡ こ れ か ら, 条件 (2 A) (b+ c ≧ α - m -(a,b,cl) の 下 で x., ,., z｡ ≧ 0 -
ま り , 条 件 (1･1)が 満 た さ れ , こ の と き の ∽ の 値 穿た2 が 求 め る も の と 結論 し た ｡ しか し , こ れ で は ,
奪k
2
が w の 最大値 で あ る , あ る い は , 極 値 で あ る こ と の 保証 は十分 で な い , と の こ と を Fink氏 か ら指
摘 さ れ た の で あ る ｡ Fink 氏 に よ れ ば, 等 式 条件(1.2)の 他 に 不等式条件(1.1)が 加 わ っ て い る よ う な と き
は, 極 値問題 は , そ の 取 り 扱 い に は 注 意 が必要 で , こ れ に 関 し て , McS ha n eの 定理[4]が あ る と の こ と
で あ る｡ そ こ で , 上 記 解法 に お い て , 条件 (1.2)x 十 y+ I - h の 下 ((1.1)は 仮定 し な い こ と に 注意) で ,
w - a xy十 byz+ cz x(た だ し, b+ c≧ a - m a x(a,b,c)) は ,
(i) 最小値 を もた な い , (ii)最大値 を も つ ,
と言 う こ と の 検証 を 付 け加 え る こ と に し た ｡ 実際 , こ れ で 十分 で あ る と 思 わ れ るo ま ず , (i)に つ い て はt
例 え ば , I - 0, y - h - x と お く と ,
w - a 3:y - a(k - 37) - - ∞ (: - -)
で あ る か ら, ∽ は 下 に 有 界 で な い こ と が わ か り , 最 小 値 を も た な い こ と が わ か る ｡ 次 に (ii)に つ い て で
あ る が , こ れ に は , 次 の 命 題 に よ っ て , w が 上 に 有 罪 で あ る (し た が っ て 最大値 を も つ ) こ と を 示す こ
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と が で き る ｡
命題 3.1
w < 空士上空k2
8
こ の 証 明 で あ る が , ま ず,
a
.
y +yz ≦去(x ･ y + I)2 - 王k
-2
4
同 様 に , yz + z x≦去k2, -7 T + ry ≦去k2｡ こ れ ら は 簡単 な計算 か らわ か る ｡ そ こ で , (2.4)の 条件 の 下で
w - a l:y + by-7 + c ～
, a
4
-芸((a ･ b-c)(xy+ y -7)+(b+ c - a)(yヱ + zl･)I(c + a -b)(-7 X ･ xy)I
･三((a ･ b l )三k2 ･(b･ - )去k2 ･(c ･ a -b)三k2)
(l L I･ + I ･
IL1
-
･
8
が 得 ら れ る｡
4 初等的解法
微積分 を使 わ な い で , 先 の 問 題(
辛
)の ∽ の 最大値 を求 め る 初等的解法 を , 大阪 教育大学助教授藤井淳
一 氏 か ら教示 い た だ い た の で こ れ を 紹介 し た い ｡ 以 下条件(2.4) b+ c ≧ a - m a x(a,b,c)を 仮定す る｡
(2.1)か ら
･u' - -cユ:
2
- ((b+ c - 'L)y -Ck)1丁-by
I
2
+bky
と書 け る｡ こ の 両 辺 に 4c を 乗 じ て ,
4c u - -4c2二王:2 - 4c((b+ c -α)y - ck)I -4cby
'
2
+ 4cb ky
- -(2c ユ, +(b+ c-a)y-c叶
2
+(b+ c-(I)
2
y
2
-2k･c(b+ c-a)y + k
'
2
c
2-4cby
2
+ 4cbky
- -(2c l= +(b+ c-a)y-cLl)2-a
･ 4c ･筈k2
こ れ か ら, 右辺 の 2 つ の (･)を い ずれ も 0 と おい て ,
y =
c(a +b-c)
Ll(- yo), I -
c(a + b-c)
ck- (b+ c-a).y b(c+ a-b)
2c d
I - k-.T-y -
a(b+c-l 1)
Ll(- -7o)
L･〉
2
+ 誓L.2
L4 (- ヱo)
を 得 , こ の と き の w の 最 大値 w m ax - 晋k2 を 得 る , と い う も の で あ る ｡
5 結語に 代えて
最後 の 章 と い う こ と で , 問 題(
*
)の 不 等式 に 関連 し た定 理 を 2 つ 述 べ た い ｡ い ず れ も a - b- c - 2の 場
合 の 拡張 と 言え よ う ｡ ま ず,
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定 理 5.1 xl + I:2 + ･ ･ ･ + x n - k の とき
(5.1) ∑ Six,.≦ 宕k2
1≦iくj≦n
証 明 は種 々 考 え ら れ る が , 例 え ば 数学的帰納法 を用 い る 一 つ の 方 法 と して , ま ず
s
n
: - ∑ xiXj ≦ 宕(1:l ･ E ･2 ･ ･ - ･ 1:n)2 (n ≧ 2)
1≦iくj ≦n
を 仮定す る ｡ す る と
Sn+ 1 - Sn +(I:1 + 1:,2 + ･ ･ . + 1:n)xn 十1
1
< 宕(all ･ x2 + - + I -)2 +(a･1 ･ x2 + - ･ tT n)al n｣ 1
そ こ で , £1 + ご2 + ･ ･ ･ + x n + xn +1 - a ,X n + 1
- Lと おくと
sn . 1≦ 宕(u-J)2 +(q - り土
n + 1
2n(t一 志)
2
+ 品
1乙
≦
軒 T i了
J
2
と な っ て , (5.1)は n を n +1 に置 き 換 え て も 成 り 立 っ こ と が 示 さ れ た .
実 は, 上記 定 理 5.1 は .7;i ≧ 0(i - 1,2, ･ ･ ･, n) の 仮 定 の 下 に 成 り 立 っ こ と は , す で に [1] p.138に 示 さ
れ て い る ｡ そ こ で は , 実 は も っ と 一 般 に ,
Pr =
と お い て
.
∑ xilX%2 - ･ Tir (1 ≦ r ≦ n)
1≦ilく t2 ( ･ - くir ≦rL
p. ≧ p…/
I(2
≧ ･ - ≧ ph/n
が 成 り 立 っ こ と も示 さ れ て い る ｡
次 の 定 理 も や は り , 先 の 問題(
*
)の 不 等式 の 部分的拡張 と い え る も の で , [2]の p.109 に書 い て あ る も
の で 証 明も付 い て い る｡
定 理 5.2 xi ≧0 (i - 1,2, . ‥ , n)とす るo rL ≧4 の と き
xlr
･
2 + x ･2a
･
, ･ - + £nXl ≦去(I l ･ r2 + ･ ･ . ･ x n)2
が 成 り 立 っ ｡
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